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扭转陀螺的运动研究

洪子昕，时　凯，艾　清
（北京师范大学 物理学系 应用光学北京市重点实验室，北京１００８７５）

　　摘　要：运用欧拉动力学方程分析了扭转陀螺的力学特性，从理论上预测了陀螺释放后２５０ｓ内的运动情况，实验

研究了陀螺的定轴性和进动性对陀螺运动的影响．实验结果表明：在初始扭转力矩变大时，进动角与章动角的角速度与

角度峰值都会变大，但变化周期几乎不变．
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　　陀螺具有定轴性和进动性特性．在无法直接
观测到外界情况时，这两大特性使我们能够完成
对物体的姿态控制，进而完成汽车及飞机导航、弹
道导弹惯性制导等任务．激光陀螺仪、ＭＥＭＳ陀
螺仪等新型陀螺仪的出现［１－２］，更是将陀螺仪的应
用范围拓展到了心脏检测［３］等领域．目前对于陀
螺在无外力作用、在脉冲力矩作用下以及在常值
力矩作用下的运动研究已较为详尽［４］．２０１７年

ＩＹＰＴ赛题中的第１２题扭转陀螺，提出了陀螺在
变化力矩作用下会如何运动的问题．本文对机械
陀螺仪进行了分析，给出了陀螺运动的理论预测，
并从实验上进行了验证，直观地展示了陀螺的定
轴性和进动性对陀螺运动的影响．

１　理论分析

将陀螺分为框架与转子２部分，转子即转动
部分．转子的运动可视为定点转动与质心平动的
叠加．由于陀螺有良好的定轴性，本文只考虑转
子的定点转动，如图１所示．其中Ｚ轴方向的灰
色线段表示绳子，Ｏ点为转子质心，ω为转子初始
角速度．
为了便于描述转子的运动，建立图２所示的

定坐标系ＯＸＹＺ与动坐标系Ｏｘｙｚ．定坐标系是
以转子中心为原点Ｏ，以转子初始角动量的方向

为Ｘ轴正向、以竖直向上为Ｚ轴正向的右手坐标
系，固定不动；动坐标系半固连在转子上，随着转
子一起运动（不包括转子自转）．

图１　陀螺示意图

图２　坐标系



定坐标系与动坐标系的变换关系为：将定坐
标系绕Ｚ轴转过α角，得到图２中的橙色坐标系．
再绕ｙ轴转过θ角，得到图２中的绿色坐标系

Ｏｘｙｚ，即动坐标系．图３为运动中陀螺的俯视图
与正视图．

（ａ）陀螺俯视图

（ｂ）陀螺正视图

图３　α和θ图示

在此，可以进行问题的转化．将转子的空间
定位问题转化为２个坐标系的相对位置问题，进
而转化为α和θ的确定问题．
欧拉动力学方程是研究定点转动的常用方

程，这里引入欧拉动力学方程进行理论推导．对
框架 －转子整体列欧拉动力学方程［５］为

ｄ　Ｈｘ
ｄｔ ＋ωｙＨｚ－ωｚＨｙ＝Ｍｘ， （１）

ｄ　Ｈｙ
ｄｔ ＋ωｚＨｘ－ωｘＨｚ＝Ｍｙ， （２）

ｄ　Ｈｚ
ｄｔ ＋ωｘＨｙ－ωｙＨｘ＝Ｍｚ， （３）

式中，Ｈｘ，Ｈｙ 和Ｈｚ 为动坐标系下系统的角动量

分量，ωｘ，ωｙ 和ωｚ为对应的角速度分量，Ｍｘ，Ｍｙ
和Ｍｚ 为对应的力矩分量．又已知在动坐标系下，
系统的角动量为

Ｈ＝Ｉ１（φ＋ωｘ）ｉ＋Ｉ２ωｘｉ＋Ｉｙωｙｊ＋Ｉｚωｚｋ，（４）
式中，Ｉ１ 和Ｉ２ 分别为转子和框架在ｘ轴方向的转

动惯量，Ｉｙ 和Ｉｚ 为ｙ和ｚ方向框架与转子整体的
转动惯量，φ为转子的自转角．将ωｘ，ωｙ，ωｚ，Ｍｙ
和Ｍｚ 用α，θ和φ表示，有

ωｘ＝－αｓｉｎθ， （５）

ωｙ＝θ， （６）

ωｚ＝αｃｏｓθ， （７）

Ｍｙ＝－ｒｍｇｓｉｎθ， （８）

Ｍｚ＝－ｋαｃｏｓθ， （９）
式中，ｋ为绳子的扭矩系数，ｒ为转子质心至绳子
与转子连接点的距离，ｍ为陀螺的质量，ｇ为重力
加速度．将（５）～（９）式代入（１）～（３）式．同时，
考虑到框架陀螺的力学特性［１］，即沿转子自转轴
方向的力矩无法向内传递给转子，只有传递到转
子上的力矩才能产生作用．Ｍｘ 无法直接确定，需
要通过实验探究 Ｍｘ 的形式，得到具有预测功能
的经验公式．

２　实验研究

２．１　未知参量求解

２．１．１　转动惯量测量
使用转动惯量测量仪测量陀螺ｘ，ｙ和ｚ轴

的转动惯量，并且使用Ｃａｐｓｔｏｎｅ进行数据处理．
将转子视为多个规则圆盘的叠加，可算出ｘ

方向转子的转动惯量Ｉ１．由于转动惯量具有可加
性，因此可作差求出ｘ方向框架的转动惯量Ｉ２．
２．１．２　绳子扭矩系数测量
实验采用橡皮绳，设绳子满足扭力公式，即绳

子的回复力矩Ｍ 满足

Ｍ＝－ｋα， （１０）
由转动定理得

Ｉｚ̈α＝－ｋα， （１１）
该运动为简谐运动，且运动的角频率满足

ω２＝ｋＩｚ．
（１２）

在实验装置的底部固定拍摄设备，按图１连
接好装置，扭转绳子数圈，再平稳地释放．录制自
放手到绳子几乎不再扭转的视频．进行后期处
理，得到α－ｔ关系图像，并用 Ｍａｔｌａｂ拟合，如图４
所示．得到拟合方程为

α＝－１０．７ｅ－０．１２１ｔｓｉｎ（３．６１ｔ－１．７２）＋０．５６６，
相关系数Ｒ２＝０．９９６可以认为在研究范围内，扭
矩公式一直成立，则绳子的扭矩系数ｋ＝６．１１×
１０－４　ｋｇ·ｍ２·ｒａｄ２／ｓ２．
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图４　扭矩系数拟合曲线

２．１．３　Ｍｘ 探究
按图５搭建装置，将光感与示波器相连，将激

光笔与光感调节至等高，并将陀螺放置在二者之
间．在转子上贴１张薄纸片，使转子每转１周，纸
片能够挡１次光，光感接收到１次信号变化，从而
使示波器的波形瞬时改变，得到尖峰．在示波器
显示屏上能得到转子的即时转动频率．

图５　转速衰减实验装置

首先通过预实验，求转子的最大转速．实验
中采用电启动陀螺，观察示波器的频率示数，发现
加速３０ｓ后，转子的转动频率基本不变，且稳定
在１４９Ｈｚ．故之后每次实验时，加速转子３０ｓ以
上，使得每次实验时，转子的初始转速相同．
再进行转子转速衰减方式的探究．加速转子

３０ｓ以上，拍摄示波器显示屏，后期读取转子转动
的时间与示波器即时的频率示数，得到转子转动
的ｆ－ｔ图像，如图６所示．
根据实验数据，猜测转速呈指数衰减，得到拟

合方程为ｆ＝ａｅｂｔ，且ａ＝１２７．１，ｂ＝－５．８４４×
１０－３，Ｒ２＝０．９９８　５．根据拟合结果，可以认为转
子转速呈指数衰减，设

ω＝２πａｅｂｔ， （１３）

则有

Ｌｘ＝Ｉ１ω＝２πａＩ１ｅｂｔ， （１４）

Ｍｘ＝ｄＬｄｔ＝２πａｂＩ１ｅ
ｂｔ． （１５）

图６　转子转动的ｆ－ｔ图像

２．１．４　阻尼项求解
当系统以题意方式运动时，会存在各项阻力，

如连接处与绳子的摩擦阻力、空气黏滞阻力、空气
压差阻力．通过查阅文献［６］，得知这３项阻力形
式分别为ｃ０，ｃ１α，ｃ２α２．其中ｃ１ 和ｃ２ 为系统中微
元所受的阻尼对系统的积分，与系统的形状和方
位均有关，其形式十分复杂，故无法给出具体的表
达式．但阻尼方向一定与角动量方向相反，即沿

ｘ和ｚ轴负向．做绳子扭转２圈的预实验，并根
据预实验的实验结果，对原方程中的Ｍｘ 和Ｍｚ 进

行调参修正，得到修正后的图像以及修正系数．
　　图７中橙色点为实验数据，蓝色曲线为理论

（ａ）α－ｔ

（ｂ）θ－ｔ
图７　扭转２圈α和θ理论值与实验数据对比 （理论修正后）
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曲线．α－ｔ图像中，标出了α达到第１个最大值时
的ｔ与α；θ－ｔ图像中，标出了θ达到第１个零点时
（不含起点）的ｔ与θ．
考虑到陀螺运动的累加性，初始的微小差距

会对之后的运动产生较大影响［７］，可以认为图７
中实验与理论符合良好．之后又做了多组实验，
对得到的阻力系数ｃ０，ｃ１，ｃ２ 进行了普适性检验．
２．２　Ｍｚ－α
扭转绳子１～３圈，即Ｍｚ 为１～３倍，得到α－ｔ

实验关系，即图８中橙色数据点．将３个阻力系
数代入理论公式，得到α－ｔ的理论关系曲线，即图

８中蓝色曲线．

（ａ）扭转１圈

（ｂ）扭转２圈

（ｃ）扭转３圈

图８　不同扭转圈数下α－ｔ曲线的理论值与实验数据对比

由图８可以看出，随着初始扭转圈数的增加，

Ｍｚ 增大，α峰值增大，α增大，α的变化周期几乎
不变．
图８中实验与理论存在一定偏差，这是由于

理论中假定绳子与竖直方向的夹角为０，但实验
中初始扭转圈数越大，运动过程中绳子与竖直方
向的夹角越大，且转子进动角速度α越大．由理
论修正部分的初步计算，绳子的偏角越大，空气黏
滞阻力作用的投影面积越大，空气黏滞阻力越大；
转子进动的角速度越大，绳子连接处的常值摩擦
阻力就越大．二者共同导致实际运动中α的振幅
和周期出现偏差．
由于是以扭转２圈的阻力系数作为阻力系数

的理论值，故扭转１圈的实验与理论的偏差为振
幅减小较慢，且周期缩短较慢；扭转３圈的实验与
理论的偏差为振幅减小较快，且周期缩短较快．
考虑到陀螺运动的累加性，可以认为图７能够说
明理论的适用性，适用范围为较少圈数下的前

２５０ｓ．
２．３　Ｍｚ－θ
扭转绳子１～３圈，即Ｍｚ 为１～３倍，得到的

θ－ｔ实验关系，即图９中橙色数据点．将３个阻力
系数代入理论公式，得到θ－ｔ的理论关系曲线，即

（ａ）扭转１圈

（ｂ）扭转２圈
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（ｃ）扭转３圈

图９　不同扭转圈数下θ－ｔ曲线的理论值与实验数据对比

图９中蓝色曲线．由图９可知，随着初始扭转圈
数增加，Ｍｚ增大，θ峰值增大，θ增大，θ的变化周
期几乎不变．图９中的实验与理论存在偏差，但
这些偏差依旧可以用对图８的说明进行解释．

３　结　论

运用欧拉动力学方程对扭转陀螺进行理论分

析，设计实验求解未知量，预测并验证了高速运
动的转子在变化力矩作用下的运动情况．同时发
现 了初始扭转力矩对进动角α、章动角θ的影响：

初始扭转力矩增大，α和θ峰值增大，α和θ增大，
但α和θ的变化周期几乎不变．
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